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e Les plans d'expériences sont utilisés dans les études industrielles en recherche-

développement. lls interviennent dans de nombreux domaines industriels.
On peut notamment citer :

> industries chimiques, pétrochimiques, pharmaceutiques et cosmeétiques ;
> Industries agro-alimentaires ;

> industries mécaniques et automobiles ;
> industries métallurgiques.

« Leur utilisation vise les buts suivants :

- La determination des facteurs clés dans la conception d'un nouveau produit ou d'un
nouveau procede ;

- L’optimisation des réglages d'un procédé de fabrication ou d'un appareil de mesure ;

- La prédiction par modélisation du comportement d'un procédé.



e Le succes de la démarche originale des plans d'expériences réside dans la

possibilité d'interprétation de résultats expérimentaux avec un effort minimal sur
le plan expeérimental : la minimisation du nombre necessaire d'expériences permet un
gain en temps et en codt financier.

« |l faut néanmoins comprendre que les plans d'expériences ne sont pas un outil

destiné a priori a la recherche fondamentale car ils ne permettront jamais une
explication du phénomene physico-chimique étudieé.

AVERTISSEMENTS

& 1/ les calculs peuvent paraitre parfois penibles a realiser, ils constituent en fait une

etape necessaire pour la compréhension de la methodologie ; une fois cette phase
maitrisée, de nombreux logiciels peuvent venir en aide et exécuter les calculs, comme
par exemple MINITAB.

e 2/ Dans ce cours on se limitera a la présentation des plans factoriels complets et
fractionnaires a deux niveaux.
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& Le scientifigue est souvent amené a comprendre comment réagit un systeme en

fonction des facteurs susceptibles de le modifier. Pour visualiser cette évolution, il
mesure une reponse et va ensuite essayer d'établir des relations de cause a effet

entre les reponses et les facteurs.
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« Parmi les facteurs on distinguera :

- les facteurs controlables qui dépendent directement du choix du technicien
(pression, température, matériau ...) ;

* les facteurs non controlables qui varient indépendamment du choix du technicien
(conditions climatiques, environnement d'utilisation...) ;

* les facteurs d'entrée dont on cherche a analyser une influence (matiere premiére,
vitesse d'agitation, température, rendement ...)

o Les facteurs étudiés dans un plan d'expériences sont bien entendu les facteurs

d'entrée. Un facteur est une grandeur le plus souvent mesurable mais il peut s'agir
d'une grandeur qualitative comme les différents lots d'une matiere premiere.

e La reponse est la grandeur mesurée a chaque essai ; le plan vise a déterminer

qguels facteurs l'influencent ou quelle est son évolution en fonction de ceux-ci.
Cette grandeur est le plus souvent mesurable mais elle peut également étre
qualitative.

Dans ce cas, ce peut étre par exemple une appréciation visuelle sur I'état d'une
surface ou une appréciation bon, moyen ou mauvais sur un produit alimentaire.



« Une notion importante est celle d'interaction entre deux facteurs d'entrée. On

parle d'interaction entre deux facteurs A et B quand l'effet du facteur A sur la réponse
va dépendre de la valeur du facteur B. On peut citer deux exemples :

- une étude sur l'usure des pneus (réponse) montre une interaction entre la vitesse et
la pression de gonflage (facteurs) ;

- une étude sur la somnolence a montré une interaction entre la quantité d'alcool
ingéré et la quantité d'un medicament particulier absorbé. Le graphique suivant
montre les valeurs de la somnolence mesurée en unité arbitraire de 0 a 10 en fonction
des deux autres facteurs mesurés également avec des unités arbitraires.
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Q/ Commenter ce graphique :



21 PDETERMINATION DE LA REPONSE! ETHDES
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e L'étude doit avant tout avoir un but précis : minimiser un colt de fabrication,
chercher les parametres influents ...

A ce niveau, il est important de rassembler I'ensemble des personnes ayant a titre
divers une connaissance du sujet : l'ingénieur de production, le responsable du
laboratoire d'analyses, le technicien en charge de la fabrication, l'opérateur de
fabrication...

Tous peuvent fournir une information essentielle pour les questions suivantes :

- choix de la réponse la plus judicieuse ;

- moyens de mesure adapteés ;

- facteurs potentiellement influents ;

- choix du domaine d'étude de ces facteurs ;
- eventuelles interactions a rechercher ;

- contrOle des facteurs non étudiés.



e La connaissance du sujet acquise auparavant dans l'entreprise peut rendre de

grands services a cette étape. Le résultat final peut avoir des conséquences
catastrophiques pour l'entreprise si un facteur oublié se trouve étre un facteur
d'influence.

Une difficulté importante est la détermination du domaine d'étude. Le domaine de
variation des facteurs doit permettre de couvrir le domaine réel d'utilisation des
facteurs... mais pas plus.

Ainsi le domaine ne doit pas étre trop large... mais a l'inverse pas trop étroit si on
cherche a déterminer une influence possible. Dans ce dernier cas des limites trop
étroites risque de "noyer" une influence dans le "bruit" de l'erreur aléatoire due aux
incertitudes de mesure.



2.2 CHOIX DDUN MODELE

e Les plans d'expériences dits factoriels utilisent tous le modele mathématique

suivant qui relient la réponse y aux facteurs x1, Xz, ...Xi ...Xn. Ce modele théorique est
postulé a priori. |l s'agit d'un modele polynomial.

n n
y=ag+as-Xq+as-Xg+-+an X+ D @i X Xj+ D @y Xjr X X+
Lj=1 i%] Ljk=1 i=j=k

e OU ao, a1 ... sont les coefficients du polynéme ; x4, ... sont les facteurs.
Les termes produits de type par exemple, ajj- Xi-X; correspondent aux interactions.

Exemple : pour un plan factoriel a 3 facteurs x1, X2 et x3, on obtient :

y=aotaiXqstazs Xzt azxs+aia-Xi1-Xa+ ag - X1-X3 + azz-X2-X3 + a123-X1-X2°X3



« Dans un premier temps, une étude mathématique tres simplifiee montrera quels
sont les critéres a retenir pour le choix des essais a effectuer.

« Dans une étude expéerimentale, quand on cherche a relier une grandeur physique y

et une grandeur physique x, on utilise souvent une technique de régression linéaire
de y par rapport a x qui consiste a définir une relation du type :

y=a.x+b

« On cherche les valeurs des parametres a et b de facon que la droite passe au
mieux par l'ensemble des points expérimentaux. On utilise une méthode dite "des
moindres carres" qui minimise la somme des carrés des résidus ri. Le résidu r; se
définit comme [|'écart entre la valeur expérimentale y; obtenue pour une valeur x; et la
valeur calculée a partir du modele 9,

i =Yi—Yi



e Les plans d'expérience exigent l'utilisation de la technique de regression
multilineaire pour déterminer les coefficients d'un modéle polynémial. Les calculs
permettant de les obtenir utilisent le calcul matriciel dans le cas général et sont
effectués maintenant au moyen d'ordinateurs. Le principe est toujours celui d'une
méthode "des moindres carrés".

Pour effectuer le calcul il faut évidemment un nombre d'expériences (nombre de
relations) au moins égal au nombre de coefficients (hombre d'inconnues).

Dans la suite de l'exposé, un exemple montrera que le choix des expériences a
réaliser influe directement sur la largeur de l'intervalle de confiance des coefficients.

< L'utilisation des variables centrées réduites présente l'intérét de pouvoir
généraliser la théorie des plans d'expériences quels que soient les facteurs ou les
domaines d'études retenus. Remplacer les variables naturelles par les variables
codées va permettre d'avoir pour chaque facteur le méme domaine de variation (entre
-1 et +1) et de pouvoir ainsi comparer entre eux l'effet des facteurs.



« Le niveau bas est ainsi codé - 1 alors que le niveau haut est codé + 1.

EXEMPLE : Passage d’une variable naturelle a une variable codée

« L'application suivante illustre le passage de la variable naturelle a la variable codée.

On choisit d'abord pour un facteur son domaine d'étude. Par exemple, la température
va varier de 10 a 40°C. 10 et 40°C correspondent respectivement aux niveaux bas et
haut du facteur.

1/ Coder les températures 10°C et 40°C :

2/ On note ici t la variable codée et T la variable naturelle. On peut les lier par la
relation ou To est le milieu de l'intervalle du domaine d'étude et AT la moitié de la
largeur du domaine d'étude, To et AT étant exprimé en variable naturelle. Donner les
valeurs de To et AT :



3/ Donner la relation entre t, T, To et AT :

4/ Les variables centrées réduites sont sans dimension. Donner la valeur de la
variable centrée réduite correspondant a une température de 20°C :



« Une application simple est fournie par le plan d'expériences suivant ou les calculs

peuvent s'effecteur manuellement. On examine l'influence de la pression et de la
température (deux facteurs) sur le rendement y d'une réaction chimique (réponse).
Le modele choisi a priori est le suivant :

y=aotai-Xs+azXx2+az-Xi-Xe

ou X1 et xo représentent respectivement les variables codées représentatives des
facteurs pression et température.

& Le choix des expériences réalisées sera explicité par la suite. On utilise un tableau
nommé matrice d'expériences pour récapituler I'ensemble des essais.



e Elle comprend plusieurs colonnes; la premiere identifie le nombre d’essais, les

suivantes indiquent les états des facteurs exprimés en "unités codés", chaque colonne
étant représentative d'un facteur. La derniere colonne indique les réponses obtenues
pour chaque essai. Les lignes inférieures rappellent les valeurs des niveaux en unites

naturelles.

N° essais Pression Température rendement

1 -1 -1 60

2 +1 -1 78

3 -1 +1 63

4 +1 +1 89
Niveau -1 2 bar 50°C /
Niveau +1 4 bar 70°C /

1/ A partir du modéle, écrire les 4 relations
ci-contre, en remplacant les variables x; et
X2 par leurs valeurs codées dans chaque
expeérience :



2/ Résoudre le systeme d’équations :

3/ Ecrire alors le modéle mathématique y = f(x1, X2) :

« Dans la suite de I'exposé on examinera l'interprétation de ce type de résultats.



e Le succes des plans d'expériences réside dans la diminution du nombre

nécessaire d'essais pour obtenir un maximum d'informations. Néanmoins il ne suffit
pas d'effectuer un certain nombre d'essais : le choix des essais est fondamental
pour l'obtention d'une précision optimale dans la détermination des coefficients.

Dans l'exemple suivant on va comparer la précision des estimations de coefficients
pour 3 matrices d'expériences différentes : autrement dit on calculera la variance de
chaque coefficient.

La pression, la température et la masse catalyseur sont les facteurs examinés pour la
reponse qui est le rendement d'une réaction : 4 essais sont réalisés avec 2 niveaux par
facteur. On définit alors les matrices d'expériences des plans 1, 2 et 3 avec la
colonne de la réponse (le rendement). On envisage le modele suivant pour chacun
des plans :

y=aotaiXstazXe+aszXs

ou X1, X2 et X3 représentent respectivement les variables représentatives des facteurs
pression, température et masse de catalyseur.



PLAN 1

N° essais Pression Température | Masse catalyseur | rendement

1 +1 +1 +1 Y1

2 -1 +1 +1 Yo

3 +1 -1 +1 Y3

4 +1 +1 -1 Y4
Niveau -1 2 bar 50°C 1 kg /
Niveau +1 4 bar 70°C 2 kg /
Niveau O 3 bar 60°C 1,5 kg /

1/ A partir du modeéle, écrire les 4 relations ci-
dessous, en remplacant les variables x1, X2, et X3
par leurs valeurs codées dans chaque

expeérience :

2/ Exprimer chaque coefficient ag, a1, a2, et az en
fonction des réponses Yi(i=1, 2,3 et 4) :




PLAN 2

N° essais Pression Température | Masse catalyseur | rendement
1 -1 -1 +1 Ys
2 +1 -1 -1 Ys
3 -1 +1 -1 N7
4 +1 +1 +1 Ys
Niveau -1 2 bar 50°C 1 kg /
Niveau +1 4 bar 70°C 2 kg /
Niveau O 3 bar 60°C 1,5 kg /
PLAN 3
N° essais Pression Température | Masse catalyseur | rendement
1 0 0 0 Yo
2 +1 +1 0 Y10
3 +1 0 +1 Y11
4 0 +1 +1 Y12
Niveau -1 2 bar 50°C 1 kg /
Niveau +1 4 bar 70°C 2 kg /
Niveau O 3 bar 60°C 1,5 kg /




« En utilisant la méme méthode, on aboutit aux solutions suivantes pour les
coefficients :

(

 +Y5+Yg+ Y7 +Yg

ag y ag =Yg
Yo tYe—Yo 1Y 3 _ — Yo+ Yo+ Y14 —Yp2
a, = 5T Tg — Y77 Tg 1 5
. 4 .
Plan 2 :- VARV Plan3.432:_Y9+Y10_Y11+Y12
32: 4 2
+Y5—Y6—Y7+Y8 a3:—Y9—Y10+Y11+Y12
as = 2
3 4 '

« La variance V(Y) (ou l'écart-type) de chacune des réponses Yi est considérée

comme identique en chaque point du domaine. Cette hypothese est couramment
admise dans les études de plans d'expériences.



3/ Calculer la variance de chaque plan :

Remarque :
On rappelle que si X et Y sont 2 variables aléatoires indépendantes et a un reel :
Via.X) =a2.V(X) et V(XX Y) = V(X) + V(Y)

4/ Que constatez-vous ? Conclure.

Remarque : Ceci montre donc que la matrice d'expériences n'est pas quelconque :
elle doit étre choisie suivant des criteres précis.
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5.1 CONSTITUTION

« La matrice des essais a réaliser pour obtenir le plan d'expériences optimal se déduit

en fait des criteres permettant d'obtenir les coefficients avec le maximum de précision.

Le systeme d'équations a résoudre doit présenter des coefficients devant les
inconnues (qui sont les coefficients du modele a déterminer) pouvant se mettre sous la
forme d'une matrice nommée matrice des effets.

Par exemple, pour le plan 2, la matrice des effets s'écrira sous la forme :

do-ar-az+asz=Ys T -1 -1 1
Qo+ ai-az-as= Ysg 1T 1 -1 -1
do-ai+az-az=Yy = 1T -1 1 -1
dot+tadit+ax+as=Ys 11 1 1

Ce type de matrice est dite matrice de Hadamard.



e Hadamard a montré que la matrice X devait veérifier la condition :

IX-X=N-I

ou X est la matrice transposée de X (obtenue en échangeant les lignes et les
colonnes de X), | la matrice identite et N le nombre d'experiences réalisées. N doit
étre un multiple de 4.

Par exemple, on verra que pour un plan complet a n facteurs, le nombre
d'expériences N sera égal a :
N =2n

Soit 8 expériences avec 3 facteurs permettant la determination des 8 coefficients du
modéele,
16 expeériences avec 4 facteurs ...



s 2 CAleUL DFES COFFFICHENTS

e Dans le cas d'une matrice de Hadamard, les coefficients peuvent aisément se

calculer avec une simple calculatrice ou un tableur.

On reprend pour cela I'exemple du plan 2 traité préceédemment (cf diapo 20) : en fait on
appelle, matrice des effets dans les plans d'expériences, le tableau suivant plus

complet que la stricte matrice des effets.

Dans ce tableau figure, les colonnes du numéro d'essai, des termes du polyndme de la
reponse, ainsi qu'une ligne inférieure donnant la valeur calculée du coefficient a

estimer.
N° essais | Constante X1 X2 X3 Réponse
1 +1 -1 -1 +1 Y5
2 +1 +1 -1 -1 Y6
3 +1 -1 +1 -1 Y7
4 +1 +1 +1 +1 Ys
do = al = do = as =
Coefficient | 1/4.(Ys + Yo | 1/4.(-Ys + Yo | 1/4.(-Y5- Y6 | 1/4.(Y5 - Y6 - /
+ Y7 + Ys) - Y7 + Ys) + Y7 + Ys) Y7 + Ys)




1/ Qu’observez-vous au sujet des coefficients ?

2/ Que constatez-vous au sujet du coefficient ap ?

o Cette méthode de calcul est générale dans les plans d'expériences factoriels.



5.3. INTERVALLE DE CONFIANCE DES COEFFICIENTS

« On étudie maintenant la variance d'un coefficient pour connaitre son intervalle de

confiance.

Dans un plan factoriel complet ou fractionnaire de N essais, les réponses Y; et les
coefficients a; sont des valeurs de variables aléatoires. On a vu que tout coefficient a;
du modele se calcule par une formule du type :

N N
1 1
a, = + N ZYi donc V(a;) = WZ V(Y;)
1= 1=

« On introduit alors 02, -1 (variance connue des mesures) ou s2 (variance estimée des

mesures). On-1 0U S sont des écarts-types expéerimentaux.

Dans le cas ou on dispose d'une connaissance importante sur le domaine étudié et ou
on peut donc se baser sur les résultats tirés d'un "historique”, on utilisera o.

« Dans le calcul suivant on suppose que l'écart-type est inconnu a priori. La variance
s2 des variables Y; étant supposée identique sur le domaine d'étude (erreur aléatoire
constante pour toutes les réponses Yi) on en déduit que :

V(ai) = N.V(Y)/N2 = V(Y)/N



« On admet que chaque coefficient appartient a une population normale.

Avec un risque de 5%, si la variance estimée des mesures s2 est connue, une
estimation ponctuelle de I'écart-type de la variable aléatoire a; est s(aj) :

S
s(aj) = —
~ VN

« L'intervalle de confiance de tout coefficient est alors :

S
IC= a; £ tyg75.—=
VN

e Ou t est la variable de Student avec le nombre de degrés de liberté utilisés pour la

détermination de s.

La détermination de lintervalle sera complete quand on disposera des essais
permettant d'obtenir I'écart-type s de la mesure.
« La vérification de la signification statistique d'un coefficient sera alors entreprise.

Pour simplifier, on admettra qu'un coefficient est significatif si son intervalle de
confiance n'englobe pas la valeur 0. Si la valeur O appartient a l'intervalle de confiance
du coefficient, on en déduira que le coefficient n'est pas significativement différent de O
pour le risque a envisage.



Pour alléger les notations dans la suite de l'exposé, on utilisera les notations
suivantes :

facteur et sa variable : A B.1GC-
colonne de termes (colonne de -1 et +1) : A,B, C .. (gras)
coefficient (appelé effet ou interaction par la suite) : A, B, C ... (italique)

| et | font reférence a la moyenne respectivement comme valeur numérigue et comme
colonne de termes tous égaux a +1.

<« Un plan factoriel complet est un plan pour lequel toutes les combinaisons
possibles aux limites du domaine d'étude auront été réalisées : c'est le nombre
maximal d'essais pour un plan d'expériences factoriel. Le nombre d'essais N se
calcule d'apres la formule suivante : N = 2k ou k est le nombre de facteurs.



« Le nombre d'essais est exactement égal au nombre de coefficients du modele a
déterminer. On vérifie bien ceci pour les plans 22 et 23 :

Plan 22 ; facteurs A et B : 4 expériences :y=ao+ai-A+a>-B +ai2-A-B

Plan 23 : facteurs A, B et C : 8 expériences :
y=ao+a1-A+a2-B+a3-C+a12-A-B+a13-A-C+a23.B.C+a123.A.B.C

Plan 24 : facteurs A, B, C et D : 16 expériences :

y=a +aiA+ aB + az-C + as-D + ai2A-B + ai13-A-C + a14-A-D + ax3-B-C +
az4-B-D + asz-C-D + aiz-A'-B-C + ai2aA-B-D + aizs-A-C-D + axss-B-C-D +
aiz234-A-B-C-D

& Les matrices d'expériences se construisent selon les tableaux suivants pour les cas
des plans 22 et 23 avec des facteurs A, B et C.

N° essai A B N° essai A B C

PO
-
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« Plus géneralement, la matrice d'expériences comporte k colonnes pour les facteurs
principaux et 2k lignes soit 2k essais. Elle se construit selon la regle suivante :

- colonne du 1er facteur : alternance de -1 et +1

 colonne du 2¢me facteur : alternance de -1 et +1 de 2 en 2
- colonne du 3¢me facteur : alternance de -1 et +1 de 4 en 4
- colonne du 4¢eme facteur : alternance de -1 et +1 de 8 en 8
et ainsi de suite pour un nombre plus élevé de facteurs.

En adoptant ces regles empiriques, la matrice des effets est une matrice de
Hadamard.



2/ APPLICATION AU FONCTIONNENT D’UN

PISTOLET A PEINTURE

2 1 PpEcENTATION DELETUDE

e On considere le plan d'expériences visant a étudier les conditions de

fonctionnement d'un pistolet a peinture servant a appliquer une couche de vernis sur
des objets. Deux facteurs sont étudiés : l'ouverture du pistolet (facteur A) et la
pression (facteur B). La réponse est la couleur obtenue allant de 0 (noir) a 60 (jaune).

1/ Préciser le type de plan choisi :



2/ Compléter la matrice d'expériences suivante, fournie avec les résultats
expéerimentaux obtenus :

N° essais Ouverture (A) Pression (B) Couleur

1 Yar=1d5

2 Y> =20

3 Y3 =25

4 Y4 =40
Niveau -1 1 cran 1 bar /
Niveau +1 3 crans 2 bar /
Niveau O 2 cran 1,5 bar /

OUVERTURE
3 crans
A
20 40

1 bar - 2 bars PRESSION

1 cran



2.2. CALCULS DES EFFETS ET INTERACTIONS

<« Dans un premier temps, on utilise l'interprétation qualitative ; l'effet calculé est

nommeé effet global de l'ouverture sur la couleur. On note, Eouverture global, 1'effet global
de 'ouverture sur la couleur.

1/ CaICUIGr Ileffet EOuverture global X

2/ Faire de méme pour l'effet global sur la pression : Epression global :

« Dans un second temps, on nommera effet d'un facteur, la valeur de l'effet global
divisé par 2, ce qui est aussi nommeé dans la littérature : I'effet moyen du facteur.

Remarque : les logiciels, MINITAB notamment, utilisent parfois dans leur exploitation
le nhom d'effet pour l'effet global et de coefficient pour l'effet moyen (ce qui se
comprend bien comme on va le voir)



3/ Calculer I'effet moyen sur 'ouverture Eouverture moyen, €t Sur la pression Epression moyen :

« Les graphiques suivants illustrent ces effets moyens positifs :

couleur couleur

30 30

28 28

26 26

24 24

22 22

20 20

18 18

16 T 16 .

1 cran 3 crans 1 bar 2 bar




4/ Interpréter qualitativement ces effets moyens a l'aide des 2 graphiques précédents :

« Dans un troisieme temps, On recherche maintenant si l'effet de la pression dépend
de l'ouverture, autrement dit, s'il existe une interaction entre pression et ouverture.

EPression (Ouverture 3 crans) = 1/2-['Y2 + Y4] =10
EPression (Ouverture 1 cran) = 1/2-['Y1 + YB] =5

On peut déterminer maintenant l'effet de l'interaction de la méme facon que l'effet
moyen d'un facteur en considérant la demi-difféerence entre les deux valeurs
précédentes.

5/ Donner Cet effet, que I,On nO’[eI’a IOuverture Pression -



« Une représentation simple consiste a tracer le graphique des interactions en
prenant la moyenne des données pour une condition expérimentale. Les droites du
graphigue n'étant pas paralleles, on en déduit aussi qu'il y a interaction entre la
pression et l'ouverture. Une ouverture plus importante augmente |'effet de la pression.

couleur

45

40
35

—&— 1 cran

30
25

3 crans

20

15

10

1 bar

2 bars

« On obtiendrait la méme valeur d'interaction si on permutait le réle de l'ouverture et

de la pression.

En conclusion, pour obtenir un jaune plus prononcé dans le domaine d'étude, il faut
appliquer une pression de 2 bars et ouvrir a 3 crans. La pression a un effet plus

important.



2 3 RECAPITULATIE DE I ETUDE D UN PHAN COMPILET

e« A partir du modéle polynomial choisi (y = a0 + a1-A + a2-B + ai2-A-B avec la
premiere notation), on construit la matrice des effets. On note que la colonne AB peut
se construire rapidement en multipliant terme a terme les colonnes de A et B : c'est la
meéthode générale de construction des termes d'interaction.

La matrice des effets correspond a une matrice d'Hadamard.

N° essais Moyenne A B AB Couleur
1 + - - + 15
2 + + - - 20
3 + - + - 25
4 + + + + 40
Coefficient /

1/ Compléter la matrice, en calculant les coefficients du polynbme :



2/ Que constatez-vous ?

3/ Ecrire alors le modéle mathématique :

e« Le modele nécessite d'étre validé par l'expérience. Couramment on vérifie au

centre du domaine d'étude le modele soit ici avec 2 crans pour ouverture et une
pression de 1,5 bars.



« En admettant I'étape de validation accomplie, une application possible de ce modele
est la préevision d'une réponse pour des parametres de fonctionnement quelconques.
Comme le modele est exprimé avec des variables centrées réduites, il faudra
transformer les variables naturelles de procédé pour étre autorisé a utiliser le modele.

4/ Par exemple pour une ouverture a = 2,5 crans et une pression b =1,25 bars (aetb
étant respectivement les variables naturelles de 'ouverture et de la pression), chercher
les variables réduites correspondantes (respectivement A et B) en effectuant un
changement de variable (cf diapo. 14) :

1 cran a 2 crans 3 crans
Aa
< >
-1 o 0 +1

5/ Donner alors la valeur attendue pour la couleur :



24 COURBES ISOREPONSES

« A partir du modeéle il est intéressant de tracer les courbes isoréponses pour prévoir

graphiguement la couleur. Le logiciel MINITAB fournit cette possibilité de tracé. On
constate effectivement que les plus fortes valeurs de couleur sont obtenues pour les
valeurs de pression et d'ouverture les plus élevées.

graphique de contour : couleur

2,0 -

A N . A5~ « Remarque : pour tracer une

19 N N S 38> :
’ N 34~ des courbes du graphe, il faut
1.8 — o . \\\ .\-\_ d'abord transformer l'expression
1.7 — - TN 30 \‘\\ ~ du modeéle Y en passant pour A
o 1,6 — \\\ 26 ™ ~_ \~\_ et B aux variables naturelles a et
@ 15 — \25\ Tt ) T b. Ensuite on fixe une valeur de
95’_ 14 \\\\ TS _ réponse a 30 par exemple et on
13 — Ss~a T exprime alors b en fonction de a.
19 \\\\\ Il ne reste alors plus qu'a tracer
’ 18 T~ la courbe et & recommencer
115 T pour une autre valeur de

1.0 - ] i réponse.
2 3

ouverture



o Les plans factoriels complets sont des plans dits sans risque car ils permettent de

déterminer tous les effets et toutes les interactions sans ambiguites.

Le nombre d'essais nécessaire est au moins é€gal au nombre total de coefficients a
déterminer.

e Les essais sont réalisés de telle sorte que les coefficients sont estimés avec une
variance minimale. Leur simplicité d'exploitation assure un bon "rendement" par
rapport aux résultats obtenus.

« Néanmoins ils présentent une limite essentielle : le nombre d'essais augmente

tres rapidement avec le nombre de facteurs. On atteint déja 128 expériences (27)
pour 7 facteurs ce qui devient donc tres vite difficile a réaliser dans la pratique.



Document 3 : Plans
factoriels fractionnaires

1/ GRANDS PRINCIPES

e Les plans fractionnaires ont eté concus pour remédier a l'inflation rapide du

nombre d'essais dans les plans complets.

L'objectif des plans fractionnaires va consister a réduire le nombre d'expériences a
réaliser par rapport au nombre maximum donné par le plan complet.

Les plans fractionnaires utilisent les matrices des effets des plans complets. Leurs
matrices des effets ont donc €galement toutes les qualités des matrices d'Hadamard.



« On parlera de plan 2kp (p entier) pour indiquer un plan fractionnaire issu du plan
complet 2k avec k facteurs a 2 niveaux. Par exemple le plan 241 est un plan
fractionnaire permettant I'étude de 4 facteurs en utilisant la matrice des effets du plan
complet 23 : 23 expériences sont a réaliser au lieu des 24 expériences du plan complet.
Le nombre d'expériences est divisé par 2, il correspond a la réalisation d'un demi plan
complet 24,

« De la méme maniere il est possible de réaliser des plans 2k2 ... 2k (p entier < k).

Le plan 27-3 permettra une étude de 7 facteurs avec seulement 24 expériences au lieu
de 27 : il s'agit donc de 1/8eme du plan complet 27.

« Néanmoins les plans fractionnaires nécessitent une phase de conception plus

longue car l'interprétation qui résultera des résultats dépend essentiellement du choix
de p. Plus le nombre p augmente, plus la charge expérimentale va diminuer mais
au détriment d'un risque de plus en plus grand sur la qualité des informations tirées
du plan. Il faudra donc évaluer les risques avant de démarrer I'expérimentation et les
minimiser en construisant le plan fractionnaire adéquat. C'est le pari du plan
fractionnaire.



2/ EXPERIENCES « INUTILES »

« Un plan complet 24 permet d'estimer les 4 effets des facteurs, la moyenne, les 6
Interactions d'ordre 2, les 4 interactions d'ordre 3 et l'interaction d'ordre 4.

1/ Donner le modéle polynomial correspondant a ce plan :

« On considérera que les interactions d'ordre 3 peuvent étre négligées. C'est un

resultat tres général : dans la pratique les interactions d'ordre supeéerieur ou egal a 3
sont négligeables, sauf de tres rares exceptions.

2/ En déduire le nombre d’expérience nécessaire pour le plan 24 :



« Pour un plan 23 avec 3 facteurs A, B et C, si on se contente de vouloir estimer

l'influence de A, B et C sans se préoccuper des interactions, on a 4 coefficients a
connaitre : la moyenne et les effets des 3 facteurs soit 4 essais.

1/ Donner le modele polynomial correspondant a ce plan :

2/ Préciser le plan fractionnaire utilisé, et le nombre d’essais économiseés :

« On n'obtiendra pas d'information sur les interactions (AB, AC, BC). Si jamais une

des interactions n'était pas négligeable, les coefficients du modele seraient entachés
d'erreur et le modele ne conviendrait pas pour une utilisation ultérieure. C'est tout le
pari d'un plan fractionnaire !

Pour conclure, les plans fractionnaires sont souvent utilisés en temps que plans
de criblage destinés a déterminer quels sont les facteurs les plus influents sans
forcément étudier les interactions d'ordre 2. C'est souvent le cas si le nombre de
facteurs est tres éleve.



« Pour I'étude d'un plan fractionnaire 241 a 4 facteurs, 8 expériences sont réalisées.
Le modele de plan factoriel avec 4 facteurs est le suivant :

y=a +arrA+ aB + az-C + as-D + a12A'-B + ai13-A-C + a14-A-D + ax3-B-C +
ax4-B-D + az4-C-D + aizzrA-B-C + ai2aA-B-D + aiza-A-C-D + axzs+-B-C-D +
aizza-A-B-C-D

« Les matrices des effets des plans factoriels doivent comporter autant de lignes que

de colonnes. Chaque colonne correspond a un coefficient du modele donc il faudrait
16 colonnes : pour utiliser une matrice a 24! colonnes, il faut donc faire en sorte que
les termes de (16 — 8) colonnes se retrouvent dans les 8 autres colonnes.

e Les termes étant tous égaux a -1 ou +1, une solution consiste a écrire que la

variable D aura la méme valeur dans chacune des 8 expériences que la valeur du
produit de variables A.B.C. Le choix des valeurs de D dans la matrice d'expérience
sera donc fixé.



« On peut donc écrire pour les 8 expériences : D = A.B.C. Comme cette égalité est

vraie pour les 8 expériences, on peut ecrire |'égalité de colonne suivante :
D=ABC

e Le choix de D = A.B.C permet alors d'écrire les €galités suivantes sur les variables

en utilisant le fait que le produit d'une variable quelconque par elle-méme est toujours
éegala + 1.

AD=B.C;B.D=AC;C.D=AB;ABD=C
ACD=B;B.CD=AetAB.CD="1

On dira que D est l'aliase initiale (choisie par I'expérimentateur).
D est aliasé avec A.B.C, B est aliasé avec A.C.D, A.D est aliasé avec B.C ...
Le modéle s'écrit alors sous la forme :

1/ Ecrire alors le modéle polynomial correspondant :



« On reconnait bien le modele d'un plan factoriel complet 23 dont on pourra utiliser la

matrice des effets. Les nouveaux coefficients h; calculés avec la matrice des effets
par la méthode habituelle seront nommeés contrastes.

Un contraste h; est une somme d'effets et d'interactions. On les écrit ainsi :

hi=aop+aizss;ha=as+az4;hz=az+aiss; hs=as + ais ;
Ns =ai2+ aszs; he =aiz + azs ; h7 = a14 + az3 ; hg = a4 + a1zs.

« RBemarque : un contraste apparait ici comme une somme mais dans le cas géenéral

des signes négatifs peuvent apparaitre. |l suffisait, par exemple, de choisir comme
aliase initiale D = - A.B.C.




o Les difficultés d'interprétation apparaissent dans l'expression des contrastes du

paragraphe précédent. Les 16 coefficients initiaux ai du modele sont a priori

Impossibles a calculer car ils sont groupés par 2.

o La détermination des effets et des interactions est néanmoins possible moyennant

certaines hypotheses couramment admises. Bien entendu il faut valider ces

hypotheses avant de conclure une étude, par exemple avec la vérification de points

experimentaux particuliers comme au centre du domaine d'étude. Les hypotheses
sont les suivantes :

-

\_

Hypothese 1 : les interactions d'ordre égal ou supérieur a 3 peuvent étre négligées.
Hypothese 2 : si un contraste est négligeable, tous les termes aliasés sont eux-
mémes négligeables ; une compensation des termes est tres improbable.

Hypothese 3 : si deux effets de facteurs sont négligeables, on supposera que leur
Interaction l'est aussi.

Hypothese 4 : une interaction comportant deux facteurs dont l'un a un effet
négligeable, est généralement une interaction négligeable.

\

J

e |l faut néanmoins étre attentif a toute anomalie dans les résultats méme si on estime
gue ces hypotheses sont vérifiees dans 95 % des cas.



e Le choix de laliase initiale est fondamental pour la conception d'un plan
fractionnaire.

Dans l'exemple du paragraphe 1.3, le choix D = A.B.C a permis d'obtenir des
contrastes ou les effets des facteurs A,B,C et D sont déterminés directement par le
calcul des contrastes h4, h2, hz et ha.

1/ En utilisant I’hypothese 1, donner I'expression des contrastes h1, hs, hs et ha.

« Par contre, on dispose uniguement de la somme des interactions AD et BC, BD et

AC, CD et AB. Seuls l'application des hypotheses sur les contrastes calculés
permettront, peut-étre, de pouvoir connaitre toutes les interactions.
« Si on avait choisi comme aliase initiale D = AB, on aurait abouti a l'impossibilité de

distinguer l'effet d'un facteur avec une interaction d'ordre 2 ! |l faut donc toujours
aliaser les facteurs supplémentaires (par rapport a ceux du complet) avec les
interactions d'ordre le plus éleve.



<« On définit la notion de résolution d'un plan fractionnaire selon les termes de
I'expression des contrastes :

f N
plan de resolution lll : effet d'un facteur aliasé avec interaction dont lI'ordre le moins
élevé est 2 ;

plan de résolution IV : effet d'un facteur aliasé avec interaction dont l'ordre le moins
elevé est 3 ;

plan de resolution V : effet d'un facteur aliasé avec interaction dont l'ordre le moins

élevé est 4 ;
N i,

« |l apparait que les plans d'ordre Ill sont risqués car si une interaction n'est pas

supposée negligeable, elle s'ajoute a l'effet d'un facteur. Ce type de plan est a
entreprendre pour réduire énormément le nombre d'expériences dans le cas d'un
grand nombre de facteurs. Dans ce cas il est parfois nécessaire de réaliser un plan
complémentaire pour accéder a toutes les interactions.

« Les plans d'ordre V permettent de lever tous les doutes sur la détermination des

effets des facteurs et des interactions. Néanmoins ils sont peu fractionnaires et sont
ainsi codteux en nombre d'essais.



« Les plans d'ordre IV présentent un bon compromis : les effets des facteurs sont

faciles a déterminer, il reste par contre des doutes sur les interactions d'ordre 2. Le
plan du paragraphe 3 est un plan d'ordre V.

e Le calcul de Box est un outil tres utile pour l'écriture des contrastes. Cette

méthode s'appligue uniguement aux plans fractionnaires a 2 niveaux -1 et +1.

Chaque colonne de la matrice des effets comprend uniquement des valeurs +1 ou -1.
On désigne par A la colonne de valeurs sous la variable A. On nomme | la colonne ne
comportant que les valeurs +1.

« Avec des colonnes gquelconques A et B, les propriétés de la "multiplication des
colonnes" sont les suivantes :

- AB = BA
cAl=IA=Act-l1A=-A
-AA =1

Une égalité entre deux colonnes A et B signifie que les termes des deux colonnes sont
identiques.



« La conception d'un plan fractionnaire 23-1 permet en 4 expériences d'étudier 3

facteurs A, B et C et leurs interactions moyennant certains risques. |l faudra utiliser la
matrice des effets d'un plan factoriel complet 22 et effectuer 4 expériences au lieu de 8.
1/ Remplir la matrice des effets ci-dessous :

N° essais | A B AB

WD

« Une telle matrice ne comprend que 4 colonnes. Quatre autres termes sont a
introduire : C, AC, BC et ABC. Pour cela on choisit comme aliase initial C = AB.

Plutot que d'ecrire la transformation du polynome du paragraphe 3, la méthode la plus
rapide pour connaitre tous les contrastes est de définir le générateur d'aliases.



2/ Démontrer que L'écriture C = AB est équivalente a |l = ABC :

e | = ABC est le genéerateur d'aliases. Les autres aliases sont obtenues en multipliant

chaque colonne par le générateur d'aliases.
3/ D’apres la propriété de multiplication avec la colonne I, donner ces autres aliases :

« On en déduit alors la matrice des effets avec les contrastes :

N° essais | I=ABC | A=BC =AC | AB= Y
1 + - - + Y1
2 + + - - Yo
3 + - + - Y3
4 + + + + Ya

Contraste h1 h2 h3 h4 /




4/ Le contraste hs se calcule par la méthode habituelle, donner son expression :

« Puis on écrit la matrice d'expériences qui indique quels sont les niveaux a appliquer
pour les facteurs A, B et C. Les colonnes C et AB doivent étre identiques.

N° essais A B C

maN w N
1
+
1

« La représentation graphique suivante montre pour notre ./
exemple quels seront les essais a effectuer dans le 4
domaine expérimental. Les plans complets utilisent
comme points expérimentaux "tous les sommets du
domaine". Le plan fractionnaire n'utilise ici que la
moitié des points. 1




« |l reste maintenant a donner les expressions des contrastes.

5/ Pour cela remplir (sans les réponses) la matrice des effets du plan factoriel complet
23 dont est issu le plan fractionnaire 23-1 précédent.

N° essais | A B C AB AC BC ABC Y

O I NJ]O | O |~

6/ Retrouver a l'intérieur de la matrice d'expériences de ce plan complet, la matrice
d'expériences et les réponses du plan fractionnaire (les 4 autres essais sont ceux du
plan complémentaire). Donner les réponses correspondantes dans la derniere
colonne.



7/ Calculer les effets du facteur B et de l'interaction AC (utiliser la méthode habituelle
de calcul des coefficients) :

8/ Calculer la somme de ces deux valeurs :

9/ Que constatez-vous ?

« En conclusion on en déduit la relation d'équivalence géneérale entre les colonnes
et les contrastes, valable pour tous les facteurs et toutes les interactions.

[ B = AC = hcolonne B=ACc = B + AC]




