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1 Le produt scalaire :

Dans l’analyse d’un phénomène physique, on rencontre souvent des expressions faisant intervenir le produit des modules de deux vecteurs et d’une fonction trigonométrique.  Cela nous amène à définir deux types de produits de vecteurs : le produit scalaire, que nous allons étudier dans cette section, et le produit vectoriel, que nous étudierons dans la section suivante.

Le produit scalaire de deux vecteurs 
[image: image232..pict] et 
[image: image2.wmf] est, par définition, égal à :

[image: image3.wmf].
[image: image4.wmf] = ABcos(
où A et B sont les modules des vecteurs et ( est le plus petit des deux angles que l’on peut inscrire entre deux droites parallèles à leur direction.  L’autre angle, qui correspond à 360° - (, possède la même valeur de cosinus.  Nous choisissons malgré tout le plus petit des deux, car c’est du même angle dont il sera question pour le produit vectoriel défini à la section suivante.

Ce produit étant par définition un scalaire, il ne dépend pas des axes choisis.  En écrivant le deuxième membre de l’équation précédente sous la forme A(Bcos() ou B(Acos(), on voit que le produit scalaire est égal au produit du module du premier vecteur par la composante, parallèle au premier, du deuxième.

[image: image1.wmf]
Le produit scalaire est utilisé dans de nombreux cas.  Par exemple, une force constante 
[image: image5.wmf] effectue un travail W = 
[image: image6.wmf].
[image: image7.wmf] lorsque son point d’application subit un déplacement 
[image: image8.wmf].  Notons que l’ordre des vecteurs n’a pas d’importance ; autrement dit :


[image: image9.wmf].
[image: image10.wmf] = 
[image: image11.wmf].
[image: image12.wmf]
Les produits scalaires des vecteurs unitaires 
[image: image13.wmf], 
[image: image14.wmf] et 
[image: image15.wmf] sont :


[image: image16.wmf].
[image: image17.wmf] = 
[image: image18.wmf].
[image: image19.wmf] = 
[image: image20.wmf].
[image: image21.wmf] = 1


[image: image22.wmf].
[image: image23.wmf] =
[image: image24.wmf].
[image: image25.wmf] = 
[image: image26.wmf].
[image: image27.wmf] = 0

On peut montrer que le produit scalaire est distributif, c’est-à-dire que:


[image: image28.wmf].(
[image: image29.wmf] + 
[image: image30.wmf]) = 
[image: image31.wmf].
[image: image32.wmf] + 
[image: image33.wmf].
[image: image34.wmf]
Cela nous permet d’écrire le produit scalaire en fonction uniquement des composantes des deux vecteurs.  Ainsi,


[image: image35.wmf] = (Ax.
[image: image36.wmf] + Ay.
[image: image37.wmf] + Az.
[image: image38.wmf]).(Bx.
[image: image39.wmf] + By.
[image: image40.wmf] + Bz.
[image: image41.wmf])

devient,

[image: image42.wmf].
[image: image43.wmf] = Ax.Bx + Ay.By + Az.Bz
Soulignons que si 
[image: image44.wmf] = 
[image: image45.wmf], alors 
[image: image46.wmf].
[image: image47.wmf] = A2 = Ax2 + Ay2 + Az2, résultat que nous connaissons déjà.

Application 1

Calculer le produit scalaire de 
[image: image48.wmf] = 8.
[image: image49.wmf] + 2.
[image: image50.wmf] - 3.
[image: image51.wmf] et de 
[image: image52.wmf] = 3.
[image: image53.wmf] - 6.
[image: image54.wmf] + 4.
[image: image55.wmf].


Solution :


L’équation 
[image: image56.wmf].
[image: image57.wmf] = Ax.Bx + Ay.By + Az.Bz donne :


[image: image58.wmf].
[image: image59.wmf] = (8 x 3 – 2 x 6 – 3 x 4) = 0


Puisque ni A, ni B ne sont nuls, cela veut dire que cos( = 0, c’est-à-dire que

 ( = 90°, donc que les deux vecteurs sont perpendiculaires entre eux.

Application 2

Trouver l’angle entre les vecteurs 
[image: image60.wmf] = 2.
[image: image61.wmf] + 
[image: image62.wmf] + 2.
[image: image63.wmf] et 
[image: image64.wmf] = 4.
[image: image65.wmf] - 3.
[image: image66.wmf].


Solution :


D’après la définition du produit scalaire, cos( = 
[image: image67.wmf].
[image: image68.wmf]/AB.


Or le module de 
[image: image69.wmf] vaut A = 3 et celui de 
[image: image70.wmf] vaut B = 5.  Donc,

cos( = 1/3 ( ( = Arccos(1/3) = 70,5 °.

Application 3

Établir la loi des cosinus à l’aide du produit scalaire.


Solution :

Considérons la différence 
[image: image71.wmf] des deux vecteurs représentés à la

figure ci-dessous et calculons le produit scalaire 
[image: image72.wmf].
[image: image73.wmf] :

[image: image228..pict]

[image: image74.wmf].
[image: image75.wmf] = (
[image: image76.wmf]).(
[image: image77.wmf]) = A2 + B2 - 2
[image: image78.wmf].
[image: image79.wmf]

On obtient : C2 = A2 + B2 – 2AB.cos(
Application 4

Étant donné deux vecteurs 
[image: image80.wmf] et 
[image: image81.wmf] de module non nul, quel est l’angle qu’ils forment si 
[image: image82.wmf].
[image: image83.wmf] à pour valeur - AB/2 ?


Solution :


La valeur du produit scalaire nous donne cos( = (
[image: image84.wmf].
[image: image85.wmf])/AB = - 0,5;

donc ( = 120 °

2 Le produit vectoriel :

Le produit vectoriel de deux vecteurs 
[image: image86.wmf] et 
[image: image87.wmf] est, par définition, égal à :


[image: image88.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image89.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image90.wmf] = ABsin(.
[image: image91.wmf]
Ce produit est défini comme étant un vecteur de module ABsin(, orienté dans la direction du vecteur unitaire 
[image: image92.wmf] normal (perpendiculaire) au plan formé par 
[image: image93.wmf] et 
[image: image94.wmf].  L’angle ( est le plus petit angle entre les deux vecteurs.  L’autre angle, 360° - (, ne peut être utilisé, car la valeur de son sinus n’est pas la même.  De nombreuses grandeurs physiques correspondent à la définition du produit vectoriel, comme le moment de force, le moment angulaire ou la force magnétique.

Cela étant dit, le sens du vecteur 
[image: image95.wmf] demeure ambigu.  On lève cette ambiguïté en utilisant une convention appelé règle des trois doigts de la main droite.  Le pouce indique la direction et le sens du premier vecteur rencontré dans le produit vectoriel, ici 
[image: image96.wmf], l’index indique la direction et le sens du second vecteur rencontré, ici 
[image: image97.wmf] et le majeur indique alors la direction et le sens pris par le vecteur 
[image: image98.wmf].

Il existe une variante à cette règle appelée règle de la main droite.

Fermez le poing en gardant le pouce sorti comme pour faire de l’auto-stop.  Le sens de rotation de vos doigts doit aller du premier vecteur apparaissant dans l’opération, 
[image: image99.wmf], vers le deuxième vecteur, 
[image: image100.wmf], en parcourant le plus petit angle qui les sépare.  Le pouce indique alors le sens de 
[image: image101.wmf].


[image: image229..pict]
D’après la règle de la main droite, on voit aue l’ordre des vecteurs dans le produit vectoriel a de l’importance.  En effet, le produit vectoriel n’est pas commutatif :


[image: image102.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image103.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image104.wmf] = - 
[image: image105.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image106.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image107.wmf]
Ces produits sont des vecteurs de même module mais de directions opposées.

On peut montrer que le produit vectoriel est distributif :


[image: image108.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image109.wmf](
[image: image110.wmf] + 
[image: image111.wmf]) = 
[image: image112.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image113.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image114.wmf] + 
[image: image115.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image116.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image117.wmf]
Pour que la définition du produit vectoriel qui comprend la règle des trois doigts de la main droite soit applicable aux vecteurs 
[image: image118.wmf], 
[image: image119.wmf] et 
[image: image120.wmf], le système de coordonnées doit être directe, c’est-urnant de l’axe des x vers l’axe des y, la règle des trois doigts de la main droite doit nous donner l’axe des z.  La figure ci-dessous représente deux systèmes de coordonnées directs et un système de coordonnées rétrograde (obéissant à la règle des trois doigts de la main gauche).

[image: image230..pict]
Dans un système direct, les produits vectoriels unitaires ont pour résultats :




[image: image121.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image122.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image123.wmf] = 
[image: image124.wmf]


[image: image125.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image126.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image127.wmf] = 
[image: image128.wmf]


[image: image129.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image130.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image131.wmf] = 
[image: image132.wmf]



[image: image133.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image134.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image135.wmf] = 
[image: image136.wmf]


[image: image137.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image138.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image139.wmf] = - 
[image: image140.wmf]


[image: image141.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image142.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image143.wmf] = 
[image: image144.wmf]



[image: image145.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image146.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image147.wmf] = - 
[image: image148.wmf]


[image: image149.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image150.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image151.wmf] = 
[image: image152.wmf]


[image: image153.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image154.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image155.wmf] = - 
[image: image156.wmf]
L’expression générale du produit vectoriel 
[image: image157.wmf] = 
[image: image158.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image159.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image160.wmf] en fonction des composantes est relativement longue et complexe :


[image: image161.wmf] = (Ax.
[image: image162.wmf] + Ay.
[image: image163.wmf] + Az.
[image: image164.wmf])
[image: image165.wmf](Bx.
[image: image166.wmf] + By.
[image: image167.wmf] + Bz.
[image: image168.wmf])


[image: image169.wmf] = (Ax.By. 
[image: image170.wmf] - Ay.Bz.
[image: image171.wmf]) + (- Ay.Bx.
[image: image172.wmf] + Ay.Bz.
[image: image173.wmf]) + (Az.Bx.
[image: image174.wmf] - Az.By.
[image: image175.wmf])

En regroupant les termes, on obtient :


[image: image176.wmf] = Cx.
[image: image177.wmf] + Cy.
[image: image178.wmf] + Cz.
[image: image179.wmf] = (Ay.Bz – Az.By).
[image: image180.wmf] + (Az.Bx – Az.Bz).
[image: image181.wmf] + (Ax.By – Ay.Bx).
[image: image182.wmf]
On écrit l’égalité des composantes sur chaque axe :

Cx = Ay.Bz – Az.By
Cy = Az.Bx – Az.Bz
Cz = Ax.By – Ay.Bx
Application 5

Déterminer le produit vectoriel de de 
[image: image183.wmf] = 3.
[image: image184.wmf] - 2.
[image: image185.wmf] + 
[image: image186.wmf] et 
[image: image187.wmf] = 
[image: image188.wmf] + 4.
[image: image189.wmf] - 2.
[image: image190.wmf].


Solution :

Le produit vectoriel est égal à :


[image: image191.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image192.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image193.wmf] = (3.
[image: image194.wmf] - 2.
[image: image195.wmf] + 
[image: image196.wmf])
[image: image197.wmf](
[image: image198.wmf] + 4.
[image: image199.wmf] - 2.
[image: image200.wmf])

= (12.
[image: image201.wmf] + 6.
[image: image202.wmf]) + (2.
[image: image203.wmf] + 4.
[image: image204.wmf]) + (
[image: image205.wmf] - 4.
[image: image206.wmf])

Finalement,


[image: image207.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image208.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image209.wmf] = 7.
[image: image210.wmf] + 14.
[image: image211.wmf]
Application 6

Établir la loi des sinus à l’aide du produit vectoriel.


Solution :

Considérons la différence 
[image: image212.wmf] des deux vecteurs représentés à la

[image: image231..pict]figure ci-dessous.

Prenons le produit vectoriel de chaque membre avec 
[image: image213.wmf] :


[image: image214.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image215.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image216.wmf] = 
[image: image217.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image218.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image219.wmf] - 
[image: image220.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image221.wmf]

 INCORPORER Equation.3  [image: image222.wmf]

Donc,




[image: image223.wmf] = AC.sin(.
[image: image224.wmf] - BC.sin(.
[image: image225.wmf]
On en déduit :


[image: image226.wmf]
remarque : un autre produit vectoriel permet d’obtenir le troisième terme de la loi des sinus.

Il convient d’autre part, de souligner que nous avons utilisé le même vecteur unitaire 
[image: image227.wmf] pour chaque produit.
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